Prozorske funkcije
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Prozorske funkcije, kao $to im ime i kaze, imaju zadatak da ograniCe pojavu u odgovarajuéem prozorskom intervalu.

U sluéaju vremenskih signala, prozorska funkcija ¢e omoguditi da
se u analizu uvede samo ta¢no odredeni vremenski deo signala.
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Odmah uoditi da ako je signal periodican, taj vremenski interval, ili prozor trebao da bude jednak periodi¢nosti funkcije.
Ako nije videli smo da dolazi do curenje spektra.

Sta je osnovni problem?

Mi radimo odabiranje nekog signala da bi saznali njegove karakteristike.

Ne postoji matematicki periodi¢an signal.

Mi smatramo da je periodi¢an u nekom vremenskom intervalu observacije.

Videli smo da DFT na sli¢an nadin posmatra i aperiodi¢ne signale.

Tesko, nemoguce, je obezbediti apsolutno koherentno odmeravanje, pogotovo ako ne poznajemo
ta¢ne ucestanosti u signalu.

Bice ,,uvek curenja u spektru.

A tu se sada pojavljuju i nezeljene komponente kao na primer Sum, uvek prisutan.
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Da ponovimo

Odabiramo udestano§éu F, kompleksni sinusni signal u¢estanosti F u N tacaka
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Curenje spektra

Scalloping loss

Harmonijska komponenta koja ¢e se videti i na
0. harmoniku - plavo

1. harmoniku - crveno

2. harmoniku - zeleno

3. harmoniku - zuto
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Ve¢ je koristili ali je nismo takvo zvali —,,prirodna“ za konacan broj tacaka.

Pravougaona prozorska funkcija (Rectangular, Uniform)

0<n<N-1

wn] = 1
0 za ostalon

09
08
071
06
i N=32
04r 1
03
02

011

\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23




N-1 N-1 . (N
. . _iN-1, smc(79)
W =Y winlein = 3 gmion =y 50, 2002
=0 n=0 sinc (7 Q)

Ordinata (y osa) u dB

Normalizovana na 0db N=32
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Abscisa (x 0sa) normalizovana sa 2m/32

Digresija: Na ovakav nacin ¢emo prikazivati i ostale prozorske funkcije N=32 i slabljenje u dB
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Kao $to se vidi, pravougaona prozorska funkcija ne vrsi nikakvu modifikaciju ulaznog signala osim
eventualnog odsecanja. To znaci da svi do sada izvedeni rezultati vaze i za pravougaonu prozorsku funkciju,
pa im se na ovaj nac¢in moze dati novo tumacenje.

Na slici je prikazana amplitudska karakteristika pravougaone prozorske funkcije. Sirina glavnog luka u spektru
pravougaone prozorske funkcije je 4r/N . Osnovni nedostatak pravougaone prozorske funkcije je malo
slabljenje bo¢nih lukova u amplitudskom spektru. Amplituda prvog bo¢nog luka iznosi 22% (-13 dB) od
amplitude glavnog luka. Takode, visi bo¢ni lukovi opadaju sa nagibom od -6 dB/oktavi. Kada se formira
konvolucija u spektralnom domenu izmedu spektra proyorske funkcije i spektra ulaznog signala, zbog
postojanja jakih bo¢nih lukova nastaje znac¢ajna modifikacija spektra ulaznog signala, tj. Y[k] # X[K] . Zbog
ovakvih karakteristika pravougaone prozorske funkcije, direktna primena DFT na ulazni signal onemogucéava
detekciju slabih signala u prisustvu jacih signala.

Velika amplituda bo¢nih lukova u spektru pravougaone prozorske funkcije je posledica naglog prekida sekvence
w[n] . Poznato je da sekvence koje imaju manje bo¢ne lukove u spektru nemaju diskontinuitete u vremenskom
domenu. U spektralnoj analizi, projektovanju FIR sistema, teoriji antenskih sistema kao i u mnogim drugim
oblastima tehnike definisane su brojne prozorske funkcije, od kojih ¢e neke biti opisane u narednom izlaganju. Sve
dobre prozorske funkcije imaju postepen prelaz od centra prozorske funkcije prema krajevima
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Vazna napomena

Prozorske funkcije se primenjuju u razlic¢itim oblastima.

Prilikom analize signala po pravilu izrazi za prozorske funkcije treba da budu periodicni.
Tako ¢e u narednom izlaganju i biti prikazane mnoge funkcije.

Koriste se da bi se popravile frekvencijske karakteristike DFT.

»Smanjili“ efekti curenja spektra.

Odmah uocite da mogu i da pokvare spektar u odgovaraju¢im situacijama.

U nekim drugim oblastima bitno je da izrazi za prozorske funkcije budu simetri¢ni.
Na primer u projektovanju FIR filtara.
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Da bi se uporedile razlicite prozorske funkcije i definisale osobine

MnozZenje sa prozorskom funkcijom u vremenskom domenu ¢e uticati na
amplitude komponenti u frekvencijskom domenu. Taj uticaj se definiSe
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U decibelima CGgp = 20 -logyo NZ w[n]
n=0
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Najgori slucaj kada je prava harmonijska komponenta na polovini izmedu dva bina
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Trougaona ili Bartletova prozorska funkcija (Bartlett)

2n N N
— n=01,..,— N-1. [ sinc{=Q
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Uotiti da je izraz periodican i da je ukupan broj odmeraka N .
w[0] # w[N — 1]

Da nam je trebao simetri¢an

w[0] = w[N] i ukupan broj odmeraka je N+1

Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23

2

13

A

1 0
0.9 10 \
\
\
0.8 1 -20 \
07 -30 Vg
el N 2y
o 1 = S A WA
| V' { 1 )
05 1 -50 || | WEWE
[ i \ \ \
0.4 1 -60 | \H‘ \ \
| | 11 |
| 14 1
03 ) 20 ‘ “\ | \[ |
| | | |
|
0.2 -80 I I 1
\ I \
0.1 ’ =20 ‘ |
L | ||
0 5 25 30 35 0 2 4

-100

10 15 20

Amplitudski spektar trougaone prozorske funkCijc prcusiavija nvaur at arnpiituusnuy spenu a
pravougaone prozorske funkcije. Ovaj rezultat nije neocekivan jer se trougaona prozorska

funkcija moZe shvatiti i kao rezultat konvolucije dve pravougaone prozorske funkcije duzine N/2,
pri éemu je poslednja tacka rezultata zanemarena. Kako konvoluciji u vremenskom domenu
odgovara proizvod Furijeovih transformacija, dobijeni rezultat ima jasno tumacenje. Kao rezultat,
maksimalna amplituda bo¢nih lukova je -26 dB ispod amplitude glavnog luka, dok je $irina glavnog
luka udvostru¢ena. Maksimalno "scalloping" slabljenje koje se javlja na sredini izmedu dva odbirka
u spektralnom domenu iznosi -1.82 dB. Bo¢ni lukovi opadaju sa nagibom od -12 dB/oktavi.
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Da bi se jo§ vise smanjili bo¢ni lukovi potrebno je napraviti jos blazi prelaz u blizini krajeva prozorske funkcije.
To se moze posti¢i koris¢enjem kosinusnih (sinusnih) funkcija oblika cos®x ili sinex . Razlike izmedu
prozorskih funkcija kosinusnog i sinusnog tipa su u vremenskom pomeraju za polovinu duzine sekvence i u
tome §to je kosinusna funkcija simetri¢na u odnosu na koordinatni pocetak.

Hanova prozorska funkcija (Hann)

w[n] = sin? (711V_7r) = %(1 — cos (ZnTn»

W) = %WR(]"Q) —% Wr <j <Q —%)) + Wy <j (Q +%’T>>

Wr(jQ) spektar pravougaone prozorske funkcije
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1z izraza za Hanovu prozorsku funkciju se vidi da je w[n] = 0 na krajevima intervala, tj. Hanova prozorska
funkcija nema diskontinuitete na krajevima. Zbog glatkog prelaza sa nenultih na nulte vrednosti prozorske
funkcije, spektar prozorske funkcije ima znatno manje bo¢ne lukove koji opadaju sa -18 dB/oktavi. Amplituda
najveceg bocnog luka potisnuta je za -32 dB u odnosu na amplitudu centralnog luka. Sirina centralnog luka
iznosi 8rt /N
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Hanova prozorska funkcija ima vrlo interesantnu interpretaciju u frekvencijskom domenu. Iz izraza za spektar se vidi da
spektar Hanove prozorske funkcije predstavlja superpoziciju spektra pravougaonog prozora pomnozenog sa faktorom
0.5, i spektara pravougaonih prozora pomerenih za + 2r/N i pomnozenih sa -0.25. Interesantno je da se maksimumi
pomerenih spektara nalaze na mestima gde centralni spektar ima nule. Ovakvo sumiranje tri spektra ima za cilj da smanji
amplitudu prvog bo¢nog luka. Medutim, ova spektralna interpretacija ima i vrlo vaznu prakti¢nu primenu. Naime, kada
se odreduje DFT, iz spektra hanove funkcije se uzimaju odbirci sa frekvencijskim razmakom 2r/N , odnosno, ta¢no na
mestima gde se nalaze nule spektra. Dakle, u rezultantnom spektru postoje samo tri nenulta odbirka na pozicijama
-2n/N,0i2n/N,
odnosno, na mestima gde leZe centralni odbirci tri spektra koji ulaze u superpoziciju. Direktna primena uocene pojave
omogucava da se mnozenje u vremenskom domenu sa Hanovom prozorskom funkcijom zameni superpozicijom spektara
u frekvencijskom domenu. Dakle, spektar signala ograni¢enog Hanovom prozorskom funkcijom Y[K] dobija se ako se
nade spektar signala bez mnoZenja sa prozorskom funkcijom X[K] i primeni formula:

Y[k] =%

1
<X[k] _E(X[k — 1]+ X[k + 1])>
za svaki DFT odbirak. Kako se superpozicioni koeficijenti +1/2 lako realizuju pomeranjem udesno, a ne mnozenjem,
vidi se da se N realnih mnoZenja u vremenskom domenu zamenjuje sa 2N realnih sabiranja i 2N pomeraja udesno u
spektralnom domenu. Takode se smanjuje memorijski prostor jer nije potrebno ¢uvati vrednosti odbiraka prozorske
funkcije. U nekim slu¢ajevima, izraCunavanje spektra na ovaj na¢in moze predstavljati znacajno ubrzanje.
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PERIODIC vs SYMETRIC

Simetri¢na Hanova prozorska funkcija
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PERIODIC vs SYMETRIC

PERIODIC SYMETRIC
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Manja frekvencijska selektivnost
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PERIODIC vs SYMETRIC
Postoje prozorske funkcije ¢iji su izrazi simetri¢ni
(,,tesko ih izraziti u periodi¢nom obliku“ — gube se neka njihova svojstva).
Po pravili ih koristimo kada nam nije toliko bitna frekvencijska selektivnost
(da li ima i gde su nule bo¢nih lukova) nego neke druge osobine.
Kod simetri¢ne Hanove prozorske nule su na krajevima.
Primer koji vazi u ovim sluajevima: Racuna se simetricna Hanova prozorska
funkcija u N+1 tacki i odbacuje poslednja nula pa se dobija periodi¢na Hanova
prozorska funkcijau N tacaka.
Ako simetri¢na prozorska funkcija nema nule na krajevima, odbacivanjem
poslednjeg odmerka ,,pokvaric¢e* se osobine prozorske funkcije pogotovo ako je
dobijena optimizacijom u frekvencijskom domenu.
Alternativni nadin je da se prozorska funkcija izraGuna u manjem broju tacaka a da
se onda napravi njeno periodi¢no produzenje dodavanjem nula. Uo¢iti da se na
nacin ne menja frekvencijska rezolucija originalno racunate prozorske funkcije.
\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 20

20

10



Hemingova prozorska funkcija (Hamming)

Hemingova (Hamming) prozorska funkcija predstavlja pobolj$anu verziju Hanove prozorske funkcije.
Osnovni cilj poboljsanja je dalje smanjenje bo¢nih lukova.

wln] = ay — (1 — ay) cos (ZnTn>

W({Q) = agWr(jQ) — @ W <j <n - %)) + Wy <j (Q + %))

Wx () spektar pravougaone prozorske funkcije

Wr(jQ) =N - e_j#ﬂ .—Sinc (%Q)
sinc (7 Q)

Uociti za ay = %dobija se Hanova prozorska funkcija

moze se izraCunavanjem utvrditi: prvi bo¢ni luk Se moze potpuno eliminisati ako je
ay, = 25/46 = 0.543478261= 0.54

Za ovu vrednost parametra ax generalizovana prozorska funkcija naziva se Hemingova prozorska funkcija.
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A

Maksimalna amplituda bo¢nih lukova sada iznosi -43 dB. Zbog toga §to kod Hemingove

prozorske funkcije postoji mali diskontinuitet na krajevima (0.08), bo¢ni lukovi opadaju sa
nagibom od samo -6 dB/oktavi.
Sirina centralnog luka prakti¢no je ista kao kod Hanove prozorske funkcije.
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Blekmanova prozorska funkcija (Blackman)

U opstem obliku sve prozorske funkcije kosinusnog tipa su oblika

M

win] = Z (-=1)™a,, cos (anlnn>

m=0
M
w(jQ) = Z (—1)m“7’" Wi (j (a - 2%)) + Wy (j (n + Z”Tm>>
m=0

Wr (jQ) spektar pravougaone prozorske funkcije

=

2)
)

Moze se uoditi da ovoj klasi pripadaju i prethodno opisane Hanova i Hemingova prozorska funkcija (M = 1).
Jo$ bolji rezultati se mogu dobiti sumiranjem tri (M = 2) ili Cetiri ¢lana (M = 3) ¢lana.

N— sinc
W) = N-e /72 (
sinc(

SIS
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Ideje koje su kori§¢ene u razvoju Hanove i Hemingove kombinovane su u razvoju Blekmanove prozorske funkcije.

23

Na primer, za M = 2, postavljanjem nula funkcije na u¢estanosti w = 7r/N i 9nt/N koje odgovaraju poloZajima maksimuma
treéeg i Cetvrtog bocnog luka pravougaone prozorske funkcije, dobijaju se sledece vrednosti za koeficijente:

a,= 7938/18608 ~ 0.42

a,= 9240/18608 ~ 0.50

a,= 1430/18608 ~ 0.08
Prozorska funkcija koja koristi aproksimativne vrednosti koeficijenata naziva se Blekmanova prozorska funkcija
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Slabljenje bo¢nih lukova je -58 dB, a strmina opadanja bo¢nih lukova je -18 dB/oktavi. Ovako dobre
karakteristike u pogledu slabljenja postignute su po cenu povecanja Sirine glavnog luka na 12 i/ N

\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 24

24

12



Blekman — Haris prozorska funkcija (Blackman—Harris)
[n] 2mn + (41m> 6mn
win| =ag—aqcos| —— a, cos|——| —azcos| ——
0 1 N 2 N 3 N
ay = 0.35875, a; = 0.48829, a, = 0.14128, az = 0.01168
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Flat top prozorska funkcija

2nn 4nn 6mn 8mn
w(n] = ay — a; cos (T) + a, cos (T) — az cos (T) +a, cos (T)

ap = 0.21557895, a; = 0.41663158, a, = 0.277263158, a3 = 0.083578947, a, = 0.006947368
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Kajzerova prozorska funkcija (Kaiser)

Problem konstruisanja dobre prozorske funkcije svodi se na matematicki problem odredivanja vremenski
ogranicene funkcije koja ima minimalnu energiju izvan nekog izabranog opsega ucestanosti.

Kajzerova ili Kajzer-Beselova (Kaiser-Bessel) prozorska funkcija predstavlja jednostavnu diskretnu
aproksimaciju funkcije ograni¢enog trajanja Ty koja maksimizira energiju sadrZanu u opsegu udestanosti By

pomo¢u modifikovane Beselove funkcije prve vrste nultog reda 14(x)

_10<ﬁ [1—(1—21\,—")2)

win] = 1o(B)

2

gde je parametar 8 = 0.5TkBg. Kontinualnom promenom parametra f moze se povecavati slabljenje
boc¢nih lukova na racun prosirenja glavnog luka. Kod prethodno opisanih prozorskih funkcija to je bilo
moguce samo promenom duzine prozorske funkcije N §to nije dovoljno fleksibilno.

Tipi¢ne vrednosti parametra B leze u intervalu 4 <8 < 10.
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U prakti¢noj primeni Kajzerove prozorske funkcije u spektralnoj analizi signala potrebno je, na osnovu
zadatih zahteva za slabljenje bo¢nih lukova Asi(od Cega zavisi curenje spektra) i Sirine glavnog luka AQ,
(od Cega zavisi sposobnost razdvajanja po frekvenciji), odrediti vrednosti karakteristi¢nih parametara
prozorske funkcije, B i N. Parametar B se odreduje na osnovu empirijske formule:

0 Ag < 1326 dB
B =10.76609(Ag; — 13.26)%* + 0.09834(Ay — 13.26) 13.26 dB < Ay < 60 dB
0.12438(4g + 6.3) 60 dB < Ay < 120 dB

gde A« = 13.26 dB odgovara slabljenju pravougaone prozorske funkcije na koju se svodi Kajzerova
prozorska funkcija za B = 0. Prozorska funkcija projektovana za vrednost B imace slabljenje bo¢nih
lukova koje odstupa od Asinajvise za 0.36%. Optimalna vrednost N se takode moze proceniti iz
empirijske formule

_ 24m(Ag +12)

T 155-AQ,

Dakle, Kajzerova prozorska funkcija predstavlja pogodan metod za ograni¢enje duzine ulazne
sekvence Ciji spektar treba odrediti, kojim se na optimalan nacin ostvaruje kompromis izmedu
duzine sekvence, frekvencijske rezolucije i curenja spektra.
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Dolf-Cebisevljeva prozorska funkcija (Dolph-Chebyshev)
Problem odredivanja optimalne prozorske funkcije moze se matematicki postaviti i na drugaciji nacin kao
optimizacioni problem odredivanja prozorske funkcije ¢iji
centralni luk ima minimalnu Sirinu za zadato slabljenje bo¢nih lukova.
Optimizacija se radi u spektralnom domenu pa su odbirci spektra
k Mt e . .
Ty (B cos N+1 Cebisevljevi polinomi prve vrste
Wlk] =
TN(ﬂ) TO(X) =1
1 —
B = cosh (ﬁ cosh‘l(IO“)> T;(x) =x
cos(Ncos™1(x)) x| <1
T = Tpi1(x) = 2xT,(x) — T,i_1(x)
() cosh(N cosh™1(x)) x| >1 s " nt
o predstavlja logaritam amplituda jednakih bo¢nih lukova.
Slabljenje bo¢nih lukova -20a u dB
Odbirci Dolf-Cebisevljeve prozorske funkcije u vremenskom domenu, w[n] , se dobijaju primenom inverzne
DFT na odbirke W[k], posle ¢ega se vrsi skaliranje da bi maksimalna amplituda bila jednaka 1.
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PERIODIC vs SYMETRIC
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N=33, odbacena poslednja tacka
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PERIODIC vs SYMETRIC
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Vazna napomena

Prilikom crtanja spektara prozorskih funkcija koherentno pojac¢anje je normalizovano na 0 dB.

Prozorske funkcije imaju razli¢ita koherentna pojacanja

Pravougaona 1.00
Trougaona 0.50
Hanova 0.50
Hemingova 0.54
Blekmanova 0.42
Blekman-Harisova 0.45 (tri ¢lana)
Flat Top 0.22
Kajzerova 0.49 (B = 2m)
Dolf Cebisevljeva 0.53 (a = 2.5)

I njihova primena ¢e uticati na to kolike harmonijske amplitude vidite u spektru.
Vodite racuna o tome.

Bilo tako $to ¢ete uraditi korekciju u vremenskom domenu odmeraka prozorske funkcije, bilo
tako §to ¢ete odmercima ,,dodavati to $to ste prakti¢no oduzeli primenom prozorske funkcije.
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-

o | o e o o | B g
Pravougaoni -13 -6 1.00 1.00 0.89 3.92
Trougaoni -27 -12 0.50 1.33 1.28 1.82
sin (x) -23 -12 0.64 1.23 1.20 2.10
Hanov -32 -18 0.50 1.50 1.44 1.42
Hemingov -43 -6 0.54 1.36 1.30 1.78
Blekmanov -58 -18 0.42 1.73 1.68 1.1
Blekman-Haris (3 ¢lana) -61 -6 0.45 1.61 1.56 1.27
Blekman-Haris (3 ¢lana) -67 -6 0.42 1.71 1.66 1.13
Blekman-Haris (4 ¢lana) -74 -6 0.40 1.79 1.74 1.03
Blekman-Haris (4 ¢lana) -92 -6 0.36 2.00 1.90 0.83
Kajzerov (B = 2m) - 46 -6 0.49 1.50 1.43 1.46
Kajzerov (B = 3.57) -82 -6 0.37 1.93 1.83 0.89
Dolf-Cebidev (o = 2.5) -50 0 0.53 1.39 1.33 1.70
Dolf-Cebisev (o = 4) -80 0 042 1.73 1.65 1.10
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Koja je najbolja prozorska funkcija?

Pored nabrojanih postoje jos

B-spline windows

Parzen window

Welch window

Nuttall window, continuous first derivative
Blackman—Nuttall window

Gaussian window

Confined Gaussian window
Approximate confined Gaussian window
Generalized normal window

Tukey window

Planck-taper window

DPSS or Slepian window

Ultraspherical window

Exponential or Poisson window
Bartlett—-Hann window

Planck—Bessel window

Hann-Poisson window

Lanczos window

U 95% prakti¢nih slucajeva Hanov prozor ima zadovoljavajuce karakteristike
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Signal Prozor

Sinusoidalni ili kombinacija Han

Sinusoidalni, taéna amplituda | Flat Top

Uskopojasni Han

Sirokopojasni Pravougaoni, Hemingov

Dva tona bliskih po uéestanosti, | Kajzerov

veoma razli¢itih amplituda

Dva tona bliskih po uéestanosti, | Pravougaoni

sli¢nih amplituda
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Primer:
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Signal odabran u 128 ta¢aka. U signalu postoje dve sinusoidalne komponente:
1. Amplituda 1, na uéestanosti k= 10.5
2. Amplituda 0.01 (-40 dB) na ucestanosti k=16

DFT
Pravougaoni
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Han Kajzer
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Kako bi trebala da izgleda idealna prozorska funkcija i da ju je mogudée napraviti?
-~
- - Wg
1,2, ... binovi DFTa N
05 | ! w’
1 2
Da probamo
+0o
1 . ot
x(t) = — X(jw)e! dw
2m
—0o0
. +oo . +05%%
. . w W
x(t) == | P(jw)e/ dw=— f 1-e1“’tdw=—ssinc(—st)
© =2 f () 2 N 2N
- -05%%
1. sinc funkcija nije periodi¢na
2. sinc funkcija nie ograni¢ena
3. odabiramo je samo u N tacaka periodom wy
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A

x(t) = %sinc (;—I; t)

x(nT,) = %sinc (;U—;/ nTS) = %sinc (n )

Digresija — dobili smo priblizno Lanczos prozorsku funkciju

x(nT,) = % sinc (;U—;/ nTS) ) sinc (— n)

. 1'[( N) L (7T 7T) -0 N1
sinc N n > = sinc Nn > n=0,..,

w[n] = sinc (%n —g) = sinc (n <% —%)) n=
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S 0 N 1
n= PR
0,.,N—-1
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. n 1
w[n] = sinc N3 n=0,..,N—1
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